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摘 要：布里渊激光雷达领域现在普遍使用的光源为种子注入固体激光或飞秒激光，

它们过于昂贵、笨重；而发展宽带布里渊信号的解谱算法将会促成使用廉价紧凑的

二极管激光器或二极管泵浦固体激光器作为光源，因此有必要研究这种算法。在宽

带布里渊光谱信号的处理过程中，本算法首先构造了黎曼函数的一个变体，再利用

黎曼函数的某些性质，从泵浦光-布里渊光的1:1混合光谱信号中复原出了泵浦光的

频谱并得到相对应的布里渊频移。对测试数据集的实验表明，没有噪声的理想情况

算法准确率接近100%；而非理想状态下只有当噪声小于-30dB，并且泵浦光和布里

渊光幅值之比小于1.05时，算法才能得到准确结果。 
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Algorithm for Broadband Brillouin Spectra Analysis Based on Thomae’s 
Function  
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Abstract: In the Brillouin Lidar area, heavy and expensive seed-injected lasers or femtosecond lasers 
are usually used as laser sources. If an algorithm for a broadband Brillouin signal can be developed, 
the compact and economic diode lasers or diode pumped solid lasers can be applied as sources. In this 
research, a variation of Thomae's function was found during the signal processing of broadband 
Brillouin lidar, and some properties of this function were used to recover the original signal spectrum 
and the corresponding frequency shift from a 1:1 superposition of pump light and Brillouin light 
spectra. Experiments using this method show nearly 100% accuracies for ideal cases. For non-ideal 
cases, only when the noise level is less than -30dB and the ratio of pump light to Brillouin light is less 
than 1.05 can this algorithm obtain accurate result. 
Key words: Spectrum Analysis; Broadband; Brillouin Scattering; Lidar; Algorithm; Thomae’s 
function 
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0  引言 
近十年来，利用布里渊散射对大气、海洋等进行探测成为一种新兴的遥感方式[1]。布里渊雷达通常

包括窄线宽激光器、准直聚焦系统、高分辨率光谱分辨装置。其测量过程和普通激光雷达大致相同：光

源发射探测脉冲，经过准直聚焦系统照射介质，然后接收介质反射（散射）的回波进行探测。布里渊雷

达直接获得的信号是后向布里渊散射光，经过光谱解析后可以得到盐度、密度、温度、粘度等十分丰富

的信息[2-6]。 

布里渊频移的数值很小，一般气体的频移是几百 MHz,对液体是几个 GHz[7-10]，因此对光源和探测器

都提出了很高的要求。在探测器方面，获得布里渊光谱图需要有很高的光谱分辨精度，目前主要的方法

有法布里-珀罗(Fabry-Pero, F-P)标准具 + 增强电荷耦合器(Intensified Charge Coupled Device, ICCD)[11]、 

扫描 F-P 干涉仪+光电倍增管[12]、碘分子窄带滤波器+边缘探测技术[13-14]、利用高频微波源产生并测量拍

频[15]、基于塞曼效应进行调谐的超窄带可调谐光学滤波器（Excited State Faraday Anomalous Dispersion 

Optical Filter, ESFADOFs）[16]、布里渊光时域分析（Brillouin Optical Time Domain Analysis，BOTDA）[17-19]。

BOTDA 常用语分布式光纤传感，需要预先铺设固定光纤，故通常只能用于固定结构的桥梁、石油设备、

水利工程构筑物的检测，而不能适用于大规模普查性质的遥感检测。其他方法中，扫描 F-P 干涉仪和可

调谐窄带滤波器采集光谱需要时间，无法做到实时检测；碘分子吸收池吸收线位置过于固定，对泵浦光

种子的稳频特性提出了非常高的要求，给实际应用带来不便。综上，F-P 标准具结合 ICCD 摄谱在布里

渊雷达遥感中是最有优势的[20]。除了探测器，在光源方面布里渊雷达通常要求泵浦光是窄线宽的。这是

因为窄线宽的激发光源有助于在布里渊频移特别微小时分别不同的谱峰。 

近年来，已经有报道用宽带飞秒激光作为激发源获得布里渊光谱，已经成功用宽带激光测量了声速、

热效应和材料的纳米级缺陷[21-23]。这些工作均使用钛宝石飞秒激光器，利用近年流行的泵浦-探测技术

（pump-probe）获得后向布里渊散射光谱。通过改变泵浦-探测的时间延迟，可以发现探测光的反射率

随度时间延迟存在周期为数皮秒的振荡，对该振荡曲线进行傅里叶变换，得到的就是布里渊光谱。由于

泵浦-探测技术要求有皮秒分辨的光脉冲延迟器，这项技术是无法应用到纳秒或准连续激光脉冲上的。

综合以上文献，现有报道的布里渊光谱技术即便不用窄线宽激光器，也需要体积庞大、价格高昂的钛宝

石飞秒激光。如果一个普通的宽带光源（例如二极管激光、二极管泵浦固体激光）也可以用在布里渊雷

达中，那么整个系统会变得更加紧凑、经济。因此，解析宽带激光产生的布里渊光谱是很有吸引力的事

情。 

本文试图利用数学方法解决通过 F-P 标准具和 ICCD 所获得的宽带布里渊光谱的解析问题。在解析

过程中，本文首先用光谱信号构造出黎曼函数(Riemann Function，国外通常称 Thomae's Function)的一个

变体，再借助黎曼函数的某些特殊性质来解谱。黎曼函数长期以来被很少有实际的物理应用。自 2011

年起，对黎曼函数应用的研究取得突破，这个函数先后在高通量基因测序[24]，人体 T 细胞免疫修复的组

织[25]，三维显示技术的摩尔纹[26]，量子多体[27]，俄罗斯联邦选举作弊[28]中出现。尽管黎曼函数在自然科学

领域的出现已经吸引了很多物理学家的注意，但是关于这方面的报道还是不太多、不系统，而且几乎所

有已经报道的案例都是关于离散系统的。数学研究表明，虽然这些离散系统的情况各不一样，但是关于

其中的黎曼函数的应用存在一个一般性的图像：它可以被认为是一个稀有事件几率的分布函数[29]。和已

有报道不同，本文试图把黎曼函数应用到一个连续统中，这个系统和概率、统计完全无关。 

1  基本原理 
布里渊雷达有两种，一种是收集自发布里渊散射；另一种是收集受激布里渊散射（Stimulated Brillouin 

Scattering, SBS）。若检测的是自发布里渊散射。其光谱图中会同时出现瑞利散射、布里渊散射的 Stokes

线和反 Stokes 线，一共三个谱峰；这三个峰之间存在确定的强度关系。而当泵浦光强度超过阈值时，则

发生受激布里渊散射。此时反 Stokes 线很弱，乃至消失；只剩下泵浦光的界面反射光和 SBS 的 Stokes

线，且这种方法信噪比更高[20]。本研究只针对受激布里渊散射的情形。图 1 是两张受激布里渊散射的光

谱图。这种光谱是经过 F-P 标准具拍摄得出的。标准具有很高的分辨率，但是自由光谱程(free spectral 
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range, FSR)很窄。为了方便起见，以下本文兼用 FSR 作为光谱图 x 轴的单位。由于标准具产生的光谱是

以 FSR 为周期的周期函数，图中只需要画出一个区间[0, 1]即可。 

 
图1 分别用窄带和宽带激光泵浦所得到的典型的布里渊光谱，以及相应的干涉图样。 

Fig. 1 Typical images of Brillouin spectra that pumped with narrow linewidth laser and broadband laser. The corresponding 
fringe patterns are also provided. 

 

正如在图 1 所显示的那样，在子图(a)中泵浦光频率、布里渊光频率和相应的频移很容易分辨，但是

子图(b)中的曲线看起来却似乎像是随机曲线。这是因为图中的泵浦光和布里渊光都包含很多个纵模。利

用 F-P 标准具进行分光时，由于其自由光谱程不足，多个纵模必然会重叠到一个自由光谱程内，就形

成了一个叠加的宽峰。 

在宽峰的内部，泵浦光和 SBS 的纵模存在一一对应的关系，每一个泵浦光纵模激发一个 SBS 的 Stokes

峰。实际上，这些 SBS 的峰不但在频率上是和泵浦光纵模一一对应，在强度上也是成线性关系的。文献

[30]中推导了经典框架下受激布里渊的小信号增益公式 
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其中 2E 是泵浦光的幅值，γ 是压电效应系数，β 和 sβ 都是唯象的衰减常数，η 是介质弹性振动的

弛豫系数，ε 是介电常数， ρ 是介质密度， sv 是声速。 

可以发现，随着在泵浦光电场强度的增长可以分多个阶段： 

1. 泵浦光小于阈值时， 0g ≈ 。 

2. 泵浦光大于阈值，但仍然满足小信号近似，则后向 SBS 光呈现非线性放大。增益系数为
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= ∝ ，即增益 g 正比于泵浦光电场强度。而 SBS 光和增益系数为指数函数

关系： 

 ( ) ( )* *
1 1 0 egqE q E=   (2) 
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3. 泵浦光远大于阈值时，无法满足小信号近似，出现增益饱和，此时 SBS 光强和泵浦光光强近似

呈现线性关系。此时，对于固定的介质和实验装置可以得出一个最佳的 SBS 能量转化率。 

4.  当泵浦光强进一步增长时，SBS 由于 SRS、激光诱导击穿、克尔透镜等过程的竞争被削弱，斜

率效率下降。 

以上四个阶段可以参考近期文献中的仿真和实验结果[31-32]。文献[32]报道了水中宽带布里渊散射

（Wideband Stimulated Brillouin Scattering, WSBS）和前向喇曼散射（Forward Stimulated Raman Scattering）

的实验结果。从该文献中的实验结果可以总结出：水的 WSBS 阈值不高，非线性增长阶段极短；在达到

阈值之后较宽的能量范围（可达阈值能量的几十倍），WSBS 的能量都和泵浦光能量成正比。宽带布里渊

激光雷达正是工作在这个线性阶段，因此每一个纵模，SBS 光的能量都和泵浦光正比；故 SBS 光谱函数

曲线的整体形状和泵浦光相同，仅仅幅值有差异。在实际应用中，通常 SBS 反射率比界面反射率要大很

多，故通过一片可调石英片增强泵浦光的反射，可以把 SBS 和泵浦光的平均幅值调节到几乎相同。这样，

SBS 的光谱可以看作泵浦光光谱平移得到的；若泵浦光光谱为 ( )f x ，则 SBS 光谱为 ( )f x b+ ，其中 b
是布里渊频移（Brillouin Frequency Shift, BFS）。 

通过这种方法得到的光谱曲线是泵浦光光谱和 SBS 光谱之和，这一点和窄带 SBS 光谱是相同的。但

是，由于两个光谱都是宽光谱，布里渊频移本身无法直接从中读出来。本文研究的目标是，从这个看起

来像是随机信号的曲线中识别出布里渊频移。为了让表述更加清晰，令泵浦光光谱为 ( )f x ，SBS 光谱

为 ( )f x b+ ，标准具采集到的混合光谱为 ( )g x 。研究目标可以用数学语言改写为： 

问题 从一个已知函数 

 ( ) ( ) ( )= + +g x f x f x b  (3) 

求解函数 ( )f x  (周期 = 1)和相应的平移量 b 。 

第一眼看上去，这个问题似乎是无法求解的。从信息论的角度来看，这个问题需要求解的信息量大

于已知条件的信息量： ( )f x 和 ( )g x 中的信息量是相同的，解中的平移量 b 是一个多出来的额外信息，

因此这个问题是不可能解决的。然而，需要注意的是，这个问题并不是一个纯粹的数学问题。如果多考

虑一些 ( )f x 的物理性质，求解这个额外信息 b 是可能的。 

由于 ( )f x 是一个周期函数，公式(3)可以展开为傅里叶级数： 

 i i2π 2π ( ) 2π 2πi i( ) ,e e e e− − + − −

∈ ∈ ∈

 = + = + ∑ ∑ ∑nx n x b nb nx
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n n n
g F nx F F F  (4) 

式中， nF 是 ( )f x 的傅里叶系数。 ( )g x 作为周期函数也可以这样展开，因此可以建立关于这两个傅里

叶系数 nG 和 nF 之间的关系： 

 

i2π
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e
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为了防止 0 作为分母出现，引入一个小的正数ε 。 

 i2π       1.
1 (1 )e

n
n nb

GF ε
ε −⇒ ≈ <<

+ −
 (6) 

在这个方程的右边部分，只有位移 b 是未知的。不妨把这个方程里面的 b 看作是一个尝试值 trialb ，把

( )g x 中的真实的位移记作 realb 。这样，还未解出的傅里叶系数 nF 就可以看作是以尝试值 trialb 为宗量的

函数。为了简化表达式(6)，把这个函数重写为 

 trial trial( ) X ( ),=n n nF b G b  (7) 

其中定义 

 
trialtrial i2π

1 X ( ) .
1 (1 )en nbb

ε −=
+ −

  (8) 

方程(7)意味着，对于每一个尝试值 trialb 都会有一套对应的傅里叶系数{ }nF 。如果把 trialb 遍历所有可能的
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数值，会得到一个包含多套傅里叶系数{ }nF 的大集合。在这个集合中，只有最接近真实情况的一套系数

应该被识别并挑选出来。在这一步，问题已经转化为：寻找一个有效的方法来评价{ }nF 是否合理。 

为了找到这个方法，方程(7)应该仔细分析。考虑到 0ε +→ ，如果有 trialexp( i2π ) 1− = −nb ， trialX ( )n b
的值会发散到1/ ε →∞。这个发散条件 trialexp( i2π ) 1− = −nb 可以改写为： 

 trial / even and ,  are coprime
/ 2 odd

= ∈
 = ∈

b q p p p q
n kp k

 (9) 

如果把 n 从 / 2−N 遍历到 / 2N ，符合条件 / 2=n kp 并且 odd∈k 的 n 每隔 p 才会出现一次。利

用“地板函数” x   表示小于 x 的最大整数，可以把符合条件的 n 的数量表达为 2 ( ) / 2 1N p p× − +   。

另一方面，当 0ε +→ 时，只有发散的部分需要在求和时考虑，其他都可以作为小量忽略不计了。利用

这两个结论，可以导出和式 
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的极限为 
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对于 trialb ∈，公式(11)的完整表达形式为 

 
t/2
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把公式(12)和黎曼函数的原始形式 

 

1 if , with  and  coprime
( )

0 if  is irrational.

qx p q
p pf x

x

 = ∈ ∈= 


 
 (13) 

进行比较，可以发现它们非常相似。仅有的区别是，当分母 p 是奇数，黎曼函数得到的是1/ p ，而(12)

得到的是 0。这两个函数的曲线画在图 2 中。很显然，两个曲线有类似分形的结构。 

 
图2 公式(12)的函数曲线和黎曼函数的曲线。为了清晰显示，图中用圆点标注分母较小的有理数。注意到，分母是奇数的

点，例如1/3、 2/3、 1/5、 2/5，在左边的子图里都没有出现。。 

Fig. 2 Curves of Eq. (12) and Thomae's function. Some of the simple rational points are labeled for clarity. Notice that the points 

with an odd denominator, like 1/3, 2/3, 1/5, 2/5, vanish in the left subfigure. 

 

现在已经揭示了 trialX ( )∑ n b 和黎曼函数拥有相似的形式。利用这个结论来考虑对(7)中的 n 求和。
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如果 nG 恒不为 0，这个求和 trialX ( )∑ n nG b 就会在所有 trial trial{ | / ,  odd}= ∈b b q p p 上发散。那么可能

会出现 nG 在某些情况下等于 0 吗？正如之前提到的， trialb 只不过是一个尝试值，真正的位移是 realb 。利

用 realb 可以重新展开公式(5)： 

 reali2
,real(1 e )π−= + nb

n nG F  (14) 

其中，没有解出的“真实” nF 记作 ,realnF ，来区分真实值 ,realnF 和从尝试值 trialb 解出的 trial( )nF b 。把这

个展开式往回代，展开 trial trial| ( ) | | X ( ) |=∑ ∑n n nF b G b ，可以得到 

 
real

trial

i2/2 /2 /2

trial trial ,reali2
/2 /2 /2

1 e| ( ) | | X ( ) | .
1 (1 )e

π

πε

−

−
=− =− =−

+
= =

+ −∑ ∑ ∑
nbN N N

n n n nnb
n N n N n N

F b G b F  (15) 

显然，如果选择 realb 作为尝试值，那么使得 trial( )nX b 发散的 n 也会使得 reali2(1 e )π−+ nb 变成 0。这是

因为两者都要求 n 满足 exp( i2 ) 1π− = −nb 。因此，整个求和公式(15)可以视为 trialb 的函数，并且该函数

除了在 trial real=b b 时理论上为 0，其他地方都随着 0 , Nε +→ →∞趋向于发散。这里的论述中，已经考

虑到计算机在数值遍历的过程中只能取有理数。虽然 trial( )nX b 在无理点不发散，但实际上计算机是遍历

不到的。 

利用这样一个特殊的性质，可以找到一种可能途径来解决本节开头提出的那个问题。第一步，计算

( )g x 的傅里叶系数 nG ；然后用公式(7)来计算
/2

trial
/2

| ( ) |
=−
∑
N

n
n N

F b ，把它看作一个关于 trialb 的函数；画出这

个函数在 trialb ∈上的所有点，连成曲线并寻找最小值。这个寻找最小值的工作可以限定在一个合理的

范围进行。例如，对海水可以在 7 ~ 9  GHz 的范围内寻找极值点，以减少计算量。 

2  实验研究 

2.1  测试数据集 

 

图3 实验装置示意图 
Fig. 3 Experimental configuration 

为了测试算法的准确度，用一系列测试数据进行验证。测试数据是用真实的宽带激光光谱中生成出

来的。采用的激光器是 Nd:YAG 调 Q 激光（光谱物理公司 Quanta-Ray 290）。实验中使用的波长为 532 nm，

单脉冲平均能量为 38 mJ，脉冲半高宽为 12 ns。在无种子注入的工作模式下，激光器的标称线宽为 1 cm-1。

激光束散射到一个固体标准具(CVI ET-25.4-4.00-UV)上，然后用一个镜头系统（Takumar 1:4/150）聚焦

到一个 CCD 相机（PointGrey GRAS-20S4M-C, 1/1.8”）上。整个实验装置如图 3 所示。由于数据传输速
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率的限制，在 1600×1200 pixel 的分辨率下，CCD 相机的采集速率最高只能到 7.5 Hz，而激光器的重复

频率为 30 Hz。因此，用一个分频器把相机的触发频率调整到 30/5 (=6) Hz，用一个 Stanford DG-645 时间

延迟器来同步激光脉冲和 CCD 快门的触发时间。标准具标称的透过波前误差是 /10λ ，其中

632.8 nmλ = ，标称楔角为 1α <  角秒。这个标准具基片采用紫外石英制作，折射率为 1.461，双面覆

盖 99.5%高反射率介质膜，中心波长 532 nm，理论上的自由光谱程是 25.67 GHz。本段所叙述的这种光

谱数据采集方式，也是实际的布里渊激光雷达所常用的。 

 

图4 测试数据的准备流程 
Fig. 4 The synthesis of test data 

CCD 相机拍摄到的是二维衍射图样，即一系列同心圆环。用数据折叠（data folding）和除去噪声的

方法处理[33-34]，可以获得高分辨率一维光谱曲线。因为激光器不是在单纵模状态运行，每一发脉冲在各

个纵模上的能量分布都是不相同的，所以拍摄的光谱看起来都像是低频的随机信号。为了构造具有各种

不同频移的布里渊-泵浦光混合光谱，把光谱先做平移（离散化处理之后实际上是圆移 (circular shift)），

然后再和自身混合。这个处理过程用流程图表示在图 4 中。图 4(a)中样本 1 是以宽带激光光源照射固体

标准具拍摄的宽带激光源的光谱，图 4(b)中的样本 2 是样本 1 的圆移。样本 1 和样本 2 之和绘制在图 4(c)

的图上。图 4(c)中的曲线来自于光谱的平移、叠加，可以用作测试数据。不断重复这个流程可以产生一

系列具有不同 realb 的测试数据。在本次研究中，对 200 个不同的激光脉冲进行摄谱，并分别加上 8 个不

同的频移： real 0.28,0.29,0.30,0.31,0.32,0.33,0.34 35, 0.=b ，这里频移的单位为 FSR。这样，一共是

8 200 1600× = 个测试数据。 

2.2  方法和结果 

对于测试数据中的每一个光谱 ( )g x ，计算相应的一整套傅里叶系数 nG 。利用公式(7)来计算

trial| ( ) |∑ nF b ： 

 
/2 /2

trial
/2 /2 trial

| ( ) | .
1 (1 )exp( i2 )ε π− −

=
+ − −∑ ∑

N N
n

n
N N

GF b
nb

 (16) 

在这个计算中， N 和ε 的数值分别选择为 410 和 0.1，尝试值 trialb 是一个从 0.0 到 0.9999 的数列，步长

0.0001。一个 trial| ( ) |∑ nF b 的典型曲线展示在图 5 中，该结果用的测试数据为 real 0.35=b 。显然，在区

间[0.1, 0.5]内，曲线在 0.35 处达到最低点，这刚好精确等于真实的位移 realb 。其他测试数据得到的 | |∑ nF
曲线也表现出相似的特征。 
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图5 一张典型的 | |∑ nF 关于 trialb 的函数曲线。所用的测试数据位移为 real 0.35=b 。其中分母较小的有理点用小圆圈做了

标记。 realb  的位置在曲线上用交叉线来标记，这个位置附近的曲线细节呈现在右上角的插图中。 

Fig. 5 A typical | |∑ nF  to trialb  curve for 
real 0.35=b  test data. Some rational points with small denominators are marked a 

small circle. The location of 
realb  is marked with a cross, and an inserted figure shows the details around this location. 

 对所有的测试数据求出了 | |∑ nF 曲线在 [0.1, 0.5] 区间的最低点。该最低点的横坐标 minb 就是算法

识别出的 SBS 频移。若 minb 和真实频移 realb 之差小于 0.0004 个 FSR（约 0.01GHz），可认为结果准确。故

“识别准确率”可定义为：归类为“正确”（ min real| | 0.0004b b− < ）的样本占样本总数的比例。 

对每个不同的 realb 均使用 200 个样本进行统计，统计结果显示：在没有添加噪声的测试数据中，除

了 real 0.29=b  和 real 0.31=b 识别的准确率是 99.0%，其他情况的识别准确率都是 100.0%。对于标准

具来说，这个判据的精度已经达到或超过标准具加工误差带来精度限制。 

3  讨论 

 3.1  额外信息的来源 
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图 6 从不同的 trialb 恢复出的原函数 ( )f x 。 

Fig. 6 The ( )f x  recovered from different trialb . 

从信息论的角度来理解， ( )g x 和 ( )f x 所含有的信息量是相同的，因此不可能从混合信号 ( )g x 中

还原出原始信号 ( )f x ，还能得到额外的信息——位移 realb 。但是本文提出的算法做到了这一点，因此

必然用到了不包含在数学问题中的额外信息，否则就违反了信息论。 

事实上，当选择 | |∑ nF 的最低点作为正确的 trialb 时，大量可能的 ( )f x 和 trialb 都被舍弃了。舍弃原

因如图 6 所示。图 6(a)、(b)中，经过平移、叠加，合成了一幅位移为 0.3 的测试数据 ( )g x 。图 6(c)是以

正确的尝试值从图 6(b)中的 ( )g x 恢复得到的原函数，其形状和图 6(a)中的 ( )f x 基本相同，只是多了一

些噪声。而采用不正确的尝试值的 trialb 所还原出的原函数曲线 ( )f x 如图 6(d)所示，出现了幅度高达 1110
的高频振荡，这完全不符合通常光谱曲线的特性。正常的光谱曲线应当是比较光滑的，其频域空间低频

成分比较多，高频成分很少，不会出现这样大的高频振荡。从这个角度理解，“求 trial(| ) |n bF∑ 的最小

值”这一过程实际上就是对 trialb 的不断筛选，筛选出的结果应当使得 ( )f x 的高频成分幅值最小。 

在这个筛选过程中，对 ( )f x 存在一个物理上的预期：它应当是光滑的，有一定的整体起伏波动，

噪声毛刺很低，没有大的快速振荡。换句话说，频域就是 ( )f x 的高频成分幅值应当很小。这种预期是

来源于物理学，而不在第 1 节所提出的数学问题之内，所以它就是“额外的”信息来源。 

3.2 函数曲线 | |∑ nF 的更多细节 

在 | |∑ nF 曲线的右边半部分（见图 5），还有一个最低点 trial 0.65=b 。这个点恰好和左边半部分的最低

点 trial 0.35=b 是对称的。这一点可以用圆移的性质来解释。新设一个信号 ( )h x ，定义为 ( 0.35)+f x ，

容易推导出 ( ) ( ) ( 0.35) ( 0.65) ( )= + + = + +g x f x f x h x h x 。这样，问题所求的位移、原函数就存在两

对解：第一对{0.35, ( )}f x ，第二对{0.65, ( )}h x 。实际上，可以证明整个曲线 | |∑ nF 都是关于 trial 1 / 2=b
反射对称的： 

 trial trial trial

/2 /2 /2

2 2 ( )( ) 2 ( )(1 )
/2 /2 /2

trial trial

1 1 1
1 (1 ) 1 (1 ) 1 (1 )

X ( ) X (1 )

π π πε ε ε

−

− − − − − −
− −

= =
+ − + − + −

⇒ = −

∑ ∑ ∑
N N N

i nb i n b i n b
N N N

n n

e e e
b b

 (17) 

另外，图 5 中有一些分母比较小的有理点用小圆圈做了标记；它们分别是局部的极大值和局部的极小值。

正如第 1 节所计算的，当 trialb 是一个分母为小偶数的有理数， | |∑ nF 的值会趋向发散，因此会产生局部

极大值；但是，图中除了能看到极大值，在分母为小奇数的有理数上还存在局部极小值。这一点需要进

一步的解释。发散条件(9)要求 trial /=b q p 的分母 p 为偶数，此时在 n 取某些值的情况下会出现

trial / 2=nb k ，导致 | |∑ nF 发散。若分母 p 为奇数，无论 n 取何数值也不可能出现 trial / 2=nb k 。在这

个条件下， | |nF 取最大值时 trial / 2−nb k 需要取最小值。 

以 trial 1 / 3=b 处为例， trial / 3=nb n 则 trial / 2 / 3 / 2− = −nb k n k 能取到的最小值为 1/6，要求是

(3 / 2) 1/ 2= ±n k 。 此 时 的 | |nF 为 最 大 值 1| | |1 (1 )exp(1/ 6) |ε −= − −nF 。 类 似 地 ， 对 于 其 他 的

trial /=b q p （ p 为 奇 数 ）， 可 以 推 导 出 trial / 2−nb k 的 最 小 值 1/ 2 p ， 而 | |nF 为 最 大 值
1| | |1 (1 )exp(1/ 2 ) |ε −= − −nF p 。这个表达式对 p 来说是单调递增函数。综上，对于分母是奇数的有理

数，分母越小，| |nF 的最大值越小。这可以解释为什么在分母为小奇数的有理点上会经常出现局部极小

值。 

 3.3 高斯白噪声的影响 
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图7 被高斯白噪声污染后算法处理的准确率、污染又滤波处理后算法的准确率；以及相应信号的频谱图。 

Fig. 7 The accuracies when white Gaussian noise is mixed with the original signal, and the accuracies for the same signals when a 

Gaussian filter is applied during processing. The corresponding frequency charts of these signals are also provided. 

 

为了测试噪声的影响，在所有的测试数据上又加入了高斯白噪声，白噪声的范围从 40−  dB 到 20−  

dB。由于所加噪声跨越三个数量级，这里以对数单位分贝（dB）来衡量噪声的幅值。具体换算公式为 

Noise

signal

(dB) 10log=
EN
E

dB，其中 NoiseE 是噪声的能量，而 signalE 是信号的能量。信噪比 S/N 和 (dB)N 有

换算关系 (dB)/10/ 10−= NS N 。 

加入白噪声后用算法处理的结果如图 7(a)。结果表明，本文所研究的处理方法对噪声是比较敏感的：

尽管当噪声 34< −  dB 时，可以维持准确率在一个很高的水平，但是当噪声增长到大约 30−  dB 之后，

准确率就急剧下降。为了提高这种处理方法在有噪声污染时的表现，本文构造了一个高斯滤波器（标准

差 0.02σ = ）来过滤噪声信号，然后再计算 trial| ( ) |∑ nF b 。在过滤信号之后，对大多数噪声 30> −  dB 的

区域准确率有明显提升。见图 7(c)。 

为了解释图 7(a)中对高斯白噪声的敏感性，这里提出一个简要的理论分析。和白噪声混合之后， nF
的表达式变成 

 trial trial( ) ( )X ( ),= +n n n nF b G N b  (18) 

其中 nN 是噪声的傅里叶系数。根据高斯白噪声的性质， nN 表现出近似于均匀分布的常数功率谱；然而

nG 作为一个实际信号的频谱，随着 n 的增长下降很快。因此，除了最开始的低频段， nN 都要比 nG 大

很多。相应的频谱图见图 7(b)。另一方面，固定一个 trial /=b q p  ( p 是偶数)，使得 trialX ( )n b 发散的 n 在

数轴上有一个分布。这个分布是均匀的，固定间隔为 p ，并且 trialX ( )n b 发散处的大小也不会随 n 变化。

结合这两个前提，即使噪声很小，但是由于在高频区域其功率谱比 nG 大，还乘上了发散量，还是会显

著影响整个 | |∑ nF 曲线。考虑到噪声的频谱接近于常数，当噪声远大于信号时，函数曲线 | |∑ nF 的形

状会和图 2(a) 很相似。 

未经污染信号和噪声污染信号的频谱绘制在图 7(b)中。比较这两个信号的频谱，很容易得到启示：

一个低通滤波器可能会有助于求解噪声污染信号的位移。滤波后两个信号的高频部分都被削去一些，如

图 7(d)所示；滤波后算法的准确率如图 7(c)所示。从图 7(c)可以看出当噪声水平高于 30−  dB 时，实验能

够验证这个假设，但是在较低的噪声水平下，滤波之后准确率反而有所下降；尤其是位移靠近 0.33 处。

这种准确率的下降，大部分可以归因于滤波后高频信息的损失。在 0.33 附近的显著变化是因为曲线在

1/3 处本来就有一个极小值，容易造成干扰。经检查发现，在 real 0.33=b 时，判断错误的测试数据，极

小值基本都落在 0.3333 处，这证实了本小节的分析判断。 

3.4 泵浦光和 SBS 光幅值之比的影响 
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本研究中提出的算法要求泵浦光光谱和布里渊光光谱的幅值为严格 1:1 的关系，但是实验中存在偏

差。实验中(装置如图 8) ，激光通过焦距为 50 mm 的透镜系统聚焦到布里渊池中，在聚焦透镜前放置 1/4

波片和格兰棱镜作为光隔离器。产生的后向 SBS 光和池壁的反射光等通过格兰棱镜分光后，先后经过毛

玻璃散射、标准具分光、镜头会聚，最后被 CCD 采集。为了保证两种光进入 CCD 的比例为 1:1，在泵浦

光聚焦之前的位置增加了一片石英片（quartz plate）来反射一部分泵浦光进入 CCD，并预先开发程序实

时监测 CCD 像平面的总响应。若在 SBS cell 的入射窗口处用泡沫遮断，CCD 采集到的只有泵浦光；反之

则采集到的是泵浦光和布里渊光的总和。实验时需要调整石英片角度，使得“遮断/未遮断”两种情况下

CCD 总响应为 1:2，则此时泵浦光光谱和布里渊光光谱的幅值比为 1:1。 

为了研究幅值之比偏差造成的影响，构造了泵浦光光谱和布里渊光光谱的幅值比 1≠k 的一系列测

试数据。对测试数据的算法验证结果见图 9。图 9 中的数据表明，总体上，本研究提出的算法在 1.05<k
时有很高的准确率，在1.05 1.08< <k 时准确率也比较高；而当 1.08>k 时基本失去作用。 

 

图8 测试泵浦光和SBS光幅值之比所用的实验装置 
Fig. 8 Experimental configuration to measure the ratio of pump light to SBS light 

             
图9 泵浦光和SBS光幅值之比不为1时算法的准确率。  

Fig. 9 The accuracies when ratio of pump light to SBS light 
is not 1.  

图 10 200 发激光脉冲中泵浦光和布里渊光能量稳定性。

Fig. 10 The stability of pump laser and SBS singal of 200 
laser pulses. 
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在实际实验中发现，由于 SBS 过程本身存在不稳定性，幅值比 k 起伏变化较大。例如，在 35℃的

纯水中进行实验，泵浦光和 SBS 光各自采集 200 发脉冲，其 CCD 总响应的统计情况如图 10 所示。泵浦

光的均方差稳定性（RMS stability）为 2.44%，而 SBS 光脉冲的均方差稳定性为 24.77%。显然，在这种

能量稳定性下，目前的算法还不足以满足实际需要，需要改进。 

SBS 的能量稳定性比泵浦光要差很多，可能的原因有：（1）泵浦光能量在阈值附近导致不稳定。苏

红等[35]进行的理论和实验研究表明，在 f = 50 mm 的透镜汇聚下，纯水 SBS 阈值为 30 mJ。而本实验中使

用的泵浦能量仅为 38 mJ，超过阈值不多；此时泵浦光即便有微弱的能量起伏，反映到 SBS 能量上也会

有较大变化。若将来实验中采用单脉冲能量更大的激光，该问题可能会得到改善。 （2）激光诱导击穿

（Laser Induced Breakdown, LIB）竞争导致 SBS 能量不稳定。水是高度极性的溶剂，击穿阈值较低，在泵

浦光聚焦作用下容易击穿。水的电离本身会消耗一部分泵浦光的能量，另外 LIB 产生的等离子体对泵浦

光的吸收也很明显。LIB 产生等离子体的形状、大小具有一定的随机因素，每次都不完全相同，因此对

SBS 过程的能量竞争具有一定随机性，导致了 SBS 能量不稳定。目前已知存在一些性能稳定的介质（例

如 SF6，全氟碳化物等）不容易产生 LIB；另外，提高水的纯度也有助于防止 LIB。但是这些措施只能用

于实验室环境。SBS 光谱探测的目的是用于自然水体，在防止电离这方面还需要进一步探索。 

4  结论 
结论本文提出了一个算法用于处理宽带布里渊光谱信号。该算法针对的是用 F-P 标准具和 CCD 采

集到的泵浦光-布里渊光混合光谱信号。首先用该信号构造出黎曼函数的一个变体，再基于黎曼函数的

某些性质可以用于从混合信号 ( ) ( ) ( )= + +g x f x f x b 中还原出泵浦光信号 ( )f x 和布里渊频移 b 。为

了验证该算法，从无种子注入的多纵模 Q 调制固体激光器上采集光谱信号，并在此基础上中构造出各种

频移的测试数据。没有噪声的理想情况下，算法的准确率接近于 100%。为了测试非理想情况下的表现，

又构造了包含高斯白噪声的测试数据集、泵浦光和 SBS 光幅值之比不为 1 的测试数据集。结果表明，只

有当噪声小于-30dB，并且泵浦光和 SBS 光幅值之比小于 1.05 时，算法才能得到准确结果。另一方面，

和其他关于黎曼函数应用的研究工作相比，本文中的黎曼函数完全是从连续统中自然出现的，并不涉及

概率和统计。这也为黎曼函数的应用研究拓宽了思路。 

本文构造的测试数据验证了该处理方法的原理可行性、准确率等基本要素。但是，对于未来实际外

场实验而言，该算法对信噪比、能量稳定性的要求比较苛刻，目前还无法满足实际应用要求，还需要进

一步的改进。 
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